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Algebarsko zatvoreǌe poǉa

1 Egzistencija

Jox smo u sredǌoj xkoli videli da polinom sa realnim koeficijentima
ne mora imati realne nule, kao i da su sve nule polinoma sa kompleksnim
koeficijentima kompleksni brojevi (preciznije, da je svaki polinom iz C[X]
proizvod linearnih polinoma iz C[X]). Zapoqnimo zato slede�om definici-
jom koja je centralna u ovom tekstu.

Definicija 1.1 Za poǉe F ka�emo da je algebarski zatvoreno ako se svaki
polinom iz F [X] mo�e faktorisati na linearne faktore u F [X].

Primeri algebarski zatvorenih poǉa su C, kao i poǉe algebarskih brojeva
(obe qiǌenice �emo kasnije dokazati), dok R nije algebarski zatvoreno (ali
jeste potpoǉe algebarski zatvorenog poǉa C).

Od ranije nam je poznato kako za poǉe F i polinom f ∈ F [X] mo�emo
konstruisati raxireǌe poǉa F u kome f ima linearnu faktorizaciju (tzv.
korensko poǉe polinoma f), pa se postavǉa pitaǌe da li za poǉe F postoji
raxireǌe koje je algebarski zatvoreno. Preciznije, imamo slede�u defini-
ciju.

Definicija 1.2 Poǉe E je algebarsko zatvoreǌe poǉa F ako je ǌegovo alge-
barsko raxireǌe i algebarski zatvoreno.

Dakle, poǉe C je algebarsko zatvoreǌe poǉa R. U slede�oj teoremi dokazu-
jemo da svako poǉe ima algebarsko zatvoreǌe.

Teorema 1.3 Svako poǉe ima algebarsko zatvoreǌe.

Dokaz. Neka je F dato poǉe. Kao prvi korak, koristi�emo konstrukciju
sliqnu Kronekerovoj, samo xto, umesto da jedan polinom iz F [X] ima nule
u konstruisanom poǉu, sada �elimo da svi polinomi iz F [X] imaju nule u
tom poǉu.

Posmatrajmo zato prsten polinoma nad F sa beskonaqno mnogo neodre�enih1

1Elementi ovog prstena su konaqne sume sabiraka oblika c
∏

f∈AX
nf

f za neki konaqan skup
A ⊂ F [X] i nf ∈ N, a operacije sabiraǌa i mno�eǌa su definisane na standardan naqin
(sliqno kao u F [X]).
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Xf koje su indeksirane polinomima f ∈ F [X], tj. R = F [Xf | f ∈ F [X]]. Posma-
trajmo ideal I generisan skupom S = {f(Xf ) | f ∈ F [X]}. Naime, �elimo da Xf

bude nula polinoma f u konstruisanom poǉu, pa nam je od interesa R/I. Ovo
ne mora biti poǉe, pa zato posmatramo maksimalni ideal m koji sadr�i I. Sa
kursa Algebra 2 nam je poznato da on postoji ako je I 6= R, pa to proveravamo.

Pretpostavimo suprotno. Tada je 1 ∈ I, pa postoji konaqan skup A ⊂ F [X]
i af ∈ R za svako f ∈ A tako da je

1 =
∑
f∈A

aff(Xf ). (∗)

Posmatrajmo korensko poǉe F ′ polinoma
∏

f∈A f ∈ F [X]. Tada za svako f ∈ A
postoji nula αf ∈ F ′ polinoma f , pa ako u (∗) zamenimo Xf sa αf , dobijamo da
u F ′ va�i jednakost 1 = 0, xto je kontradikcija.

Dakle, postoji maksimalni ideal m ⊇ I prstena R, te je E = R/m poǉe.
Jasno, E je raxireǌe poǉa F (sadr�i potpoǉe F0 izomorfno sa F ) i svaki
polinom f ∈ F [X] ima nulu γf = Xf + m u E. Doka�imo da je E algebarsko
raxireǌe poǉa F . Element poǉa E je oblika p(Xf1 , . . . , Xfn) + m za neki poli-
nom p sa koeficijentima u F i neke fi ∈ F [X], pa da bismo dokazali da je
on algebarski nad F (preciznije F0), dovoǉno je primetiti da je sadr�an u
F0(γf1 , . . . , γfk), xto je konaqno2 raxireǌe poǉa F0.

Za sada smo konstruisali algebarsko raxireǌe E poǉa F takvo da svaki
polinom iz F [X] ima nulu u E. Kako �elimo i da svaki polinom iz E[X] ima
nulu, postupak nastavǉamo. Neka je zato E0 = E i za svako i > 0 konstruiximo
algebarsko raxireǌe Ei+1 poǉa Ei takvo da svaki polinom iz Ei[X] ima nulu
u Ei+1 (kao xto je u prethodnom delu dokaza E konstruisano od F ).

Konaqno, spremni smo da konstruixemo algebarsko zatvoreǌe F poǉa F .
Deluje da je idealan kandidat za F bax

⋃
i>0Ei. I bilo bi tako da je Ei ⊆ Ei+1,

ali mi imamo (samo) utapaǌa Ei → Ei+1, pa je potrebno iskoristiti opxtiju
konstrukciju, tzv. kolimes. Neka je zato

F =
⊔
i>0

Fi / ∼,

gde je ∼ relacija ekvivalencije zadata sa: ci ∼ cj za neke ci ∈ Fi i cj ∈ Fj ako
i samo ako je i 6 j i cj je slika od ci pri kompoziciji utapaǌa Ei → Ej ili je
j 6 i uz analogne uslove. Ako je [c] klasa elementa c, tada su operacije na F
zadate na prirodan naqin, tj. [c′] + [c′′] := [c′ + c′′] i [c′] · [c′′] := [c′ · c′′]. Jasno, F
je raxireǌe poǉa F i svaki element [c] je algebarski nad F (jer je c ∈ Ei za
neko i > 0, a Ei je algebarsko raxireǌe poǉa F ).

Konaqno, doka�imo da je F algebarski zatvoreno. Neka je p =
∑k

i=0[ci]X
i ∈

F [X]. Tada postoje ni > 0 takvi da je ci ∈ Eni
, pa ako za n = max{n1, . . . , nk}

2Va�i [F0(γfi) : F0] 6 degfi, pa je i [F0(γf1 , . . . , γfi) : F0(γf1 , . . . , γfi−1)] 6 degfi, te je
F0(γf1 , . . . , γfk) konaqno raxireǌe od F0 po lanqastom pravilu.
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sa c(i) ∈ En oznaqimo sliku ci pri kompoziciji utapaǌa Eni
→ En, to je p =∑k

i=0[c
(i)]X i. Pri tome, polinom p̃ =

∑k
i=0 c

(i)X i ∈ En[X] po konstrukciji (poǉa
En+1) ima nulu c u En+1, pa je [c] ∈ F nula polinoma p. 2

2 Jedinstvenost i utapaǌa

U prethodnom delu konstruisano je algebarsko zatvoreǌe R poǉa R, a ranije
je konstatovano da je C jedno algebarsko zatvoreǌe poǉa R. Postavǉa se
logiqno pitaǌe da li je R ∼= C? Odgovor je potvrdan, a dokaz ovog (i opxti-
jih) tvr�eǌa dajemo u nastavku.

Pre samih dokaza dajemo nekoliko zapa�aǌa koja mogu pomo�i da se nas-
tavak teksta lakxe isprati i da se boǉe razume znaqaj narednih tvr�eǌa.

Neka su E i F poǉa. Po definiciji, ako je E raxireǌe poǉa F , tada
poǉe E sadr�i potpoǉe F0 koje je izomorfno poǉu F i samim tim imamo
homomorfizam θ : F → E. Sa druge strane, ako imamo homomorfizam ϕ : F → E,
tada je po stavu 13 iz skripti Algebra 3 (prof. Petrovi�) ϕ i utapaǌe, pa
je F ∼= ϕF i E je raxireǌe poǉa F . Dakle, postojaǌe homomorfizma poǉa
F u poǉe E je ekvivalentno qiǌenici da je E raxireǌe poǉa F . Mo�e se
re�i i da je ovo preciznija definicija raxireǌa poǉa. Tako, ako imamo
niz raxireǌa F 6 E 6 L, pri qemu su θ : F → E i µ : E → L odgovaraju�a
utapaǌa, tada pretpostavǉamo da je utapaǌe F → L koje odgovara prethodnom
raxireǌu F 6 L bax µθ. Navedimo i jedan primer.

Primer 2.1 Neka je A = F (X) poǉe racionalnih funkcija sa jednom neodre-
�enom, a B = F (X2). Jasno, B je potpoǉe od A i pri tome je dimenzija vek-
torskog prostora A nad B jednaka 2 (proverite, ovo nije oqigledno). Me�u-
tim, A ∼= B ⊆ A, pa je A raxireǌe poǉe A i to takvo da je [A : A] = 2. Ovo
deluje qudno, pa je preciznije re�i da je stepen raxireǌa A od A zadatog
utapaǌem A→ A takvim da X 7→ X2 jednak 2, dok je naravno stepen raxireǌa
zadatog identiqkim utapaǌem jednak 1.

Neka je θ : F → E utapaǌe, a L ⊇ F i K ⊇ E raxireǌa poǉa F i E, redom.
Ako je λ : L→ K utapaǌe takvo da je λ(c) = θ(c) za sve c ∈ F , tada ka�emo da λ
proxiruje θ i pixemo θ ⊆ λ.

Tvr�eǌe 2.2 Neka je L ⊇ F algebarsko raxireǌe
poǉa F i K ⊇ E algebarski zatvoreno poǉe. Ako
je θ : F → E utapaǌe, tada postoji utapaǌe λ : L→ K
koje proxiruje θ (tj. dijagram sa desne strane komu-
tira).

L K

F E

λ

θ

ι ι

Dokaz. Posmatrajmo familiju preslikavaǌa

F = {µ | θ ⊆ µ i µ : L′ → K za neko me�upoǉe F ⊆ L′ ⊆ L}.
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Doka�imo da F ispuǌava uslove Cornove leme. Pre svega, F 6= ∅ (jer θ ∈ F).
Neka je L lanac iz F (u odnosu na ⊆) i neka je domen preslikavaǌa µ ∈ L poǉe
Lµ. Tada L ima gorǌe ograniqeǌe u F i to je preslikavaǌe

ν :
⋃
µ∈F

Lµ → K

zadato sa: ako je a ∈ Lµ, tada je ν(a) = µ(a). Zaista,
⋃
µ∈F Lµ je poǉe

(proverite!), a kako je L lanac ν je dobro definisano i na osnovu defini-
cije va�i µ ⊆ ν za svako µ ∈ L.

Na osnovu Cornove leme L ima maksimalni element, neka je to λ′ : L′ → K.
Doka�imo da je L′ = L, qime �e dokaz biti zavrxen.

Pretpostavimo suprotno. Tada postoji neki element α ∈ L \ L′. Kako je
L algebarsko raxireǌe poǉa F , to je α algebarski element nad F , pa samim
tim i nad poǉem L′. Neka je f ∈ L′[X] minimalni polinom za α nad L′. Kako
je λ′ utapaǌe, to je slika L′ pri λ′, tj. L′′ = λ′L′, izomorfna sa L′, pa kako je
f nerastavǉiv i ǌemu odgovaraju�i polinom g pri preslikavaǌu λ′ je tako�e
nerastavǉiv (ako je f =

∑
ciX

i, tada je g =
∑
λ′(ci)X

i polinom koji mu odgo-
vara). Poǉe K je algebarski zatvoreno, pa g ima nulu β u K. Pri tome
va�i L′(α) ∼= L′′(β) i postoji izomorfizam koji proxiruje λ′ (pogledati Kro-
nekerovu konstrukciju i dokaz o jedinstvenosti korenskog poǉa). Kako je λ′

maksimalni element iz F ovo je mogu�e jedino ako je L′(α) = L′, xto je kon-
tradikcija. Dakle, L′ = L, pa mo�emo uzeti da je λ = λ′. 2

U prethodnom tvr�eǌu imali smo pretpostavke da je F ⊆ L i E ⊆ K. One
su date iz tehniqkih razloga i mogu se lako izostaviti kao xto �emo videti
u narednom tvr�eǌu.

Posledica 2.3 Neka su θ : F → E, τ : F → L i σ :
E → K utapaǌa. Ako je uz to L algebarsko raxireǌe
poǉa F , a K algebarski zatvoreno poǉe, tada postoji
utapaǌe λ : L → K takvo da je λτ = σθ (tj. dijagram
sa desne strane komutira).

L K

F E

λ

θ

τ σ

Dokaz. Neka su τ ′ : F → τF i σ′ : E → σE preslika-
vaǌa indukovana sa τ i σ (dakle, τ ′(a) = τ(a) za sve
a ∈ F i σ′(b) = σ(b) za sve b ∈ E). Jasno, σ′ i τ ′ su
izomorfizmi, θ′ = σ′θτ ′−1 : τF → σE je utapaǌe, te
τF ⊆ L i σE ⊆ K. Po prethodnom tvr�eǌu postoji
utapaǌe λ : L→ K koje proxiruje θ′ i pri tome za sve
a ∈ F va�i

λτ(a) = λ(τ ′(a)) = θ′(τ ′(a)) = σ′(θ(a)) = σθ(a),

L K

τF σE

F E

λ

θ′

ι ι

θ

τ ′ σ′
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qime je dokaz zavrxen. 2

Primetimo da ako u prethodnoj posledici uzmemo da je E = F , θ = idF i
L proizvoǉno algebarsko raxireǌe poǉa F , zakǉuqujemo da je K raxireǌe
poǉa L. Konaqno, imamo slede�u teoremu.

Teorema 2.4 Neka je θ : F → F ′ izomorfizam poǉa,
a K i K ′ algebarska zatvoreǌa poǉa F i F ′, re-
dom. Tada postoji izomorfizam λ : K → K ′ koji
proxiruje θ (tj. dijagram sa desne strane komutira).

K K ′

F F ′

λ

θ

τ τ ′

Dokaz. Neka su τ : F → K i τ ′ : F ′ → K ′ odgovaraju�a utapaǌa. Po prethodnoj
posledici postoji utapaǌe λ : K → K ′ takvo da je τ ′θ = λτ . Ako umesto θ
uzmemo θ−1 dobijamo da postoji utapaǌe λ′ : K ′ → K, takvo da je λ′τ ′ = τθ−1.
Dakle, λ̃ := λλ′ : K ′ → K ′ je utapaǌe takvo da je λ̃τ ′ = λλ′τ ′ = λτθ−1 = τ ′θθ−1 = τ ′,
tj. λ̃ je identiteta na τ ′F ′ ⊆ K ′.

Dovoǉno je dokazati da je λ̃ surjektivno (jer �e tada takvo biti i λ). Kako
je λ̃K ′ ∼= K ′, to je i λ̃K ′ algebarski zatvoreno poǉe. Konaqno, svako β ∈ K ′ je
algebarsko nad F ′ (preciznije τ ′F ′), a τ ′F ′ ⊆ λ̃K ′, pa je β algebarski nad λ̃K ′,
a samim tim i sadr�ano u λ̃K ′. Dakle, λ̃K ′ = K ′, qime je dokaz zavrxen. 2

Neka je L algebarsko raxireǌe poǉa F i τ : F → L
odgovaraju�e utapaǌe. Posmatrajmo neko algebarsko
zatvoreǌe K poǉa E i odgovaraju�e utapaǌe σ : F →
K. Po posledici 2.3 (primeǌenoj na E = F i θ =
idF ) postoji utapaǌe λ : L → K takvo da je λτ = σ.
Pitaǌe je xta mo�emo re�i o broju ovakvih utapaǌa.
Oznaqimo zato (za date F , L i τ) sa Fσ,K skup svih
ovakvih utapaǌa λ (ili FLσ,K, kada je neophodno).

L K

F

λ

τ
σ

Tvr�eǌe 2.5 Neka je L algebarsko raxireǌe poǉa K i τ : F → L odgovaraju�e
utapaǌe. Ako su K i K ′ algebarska zatvoreǌa poǉa F i σ : F → K i σ′ : F → K ′

odgovaraju�a utapaǌa, tada postoji bijekcija izme�u Fσ,K i Fσ′,K′.

Dokaz. Po teoremi 2.4 (primeǌenoj za E = F i θ = idF ) postoji izomorfizam
ϕ : K → K ′ takav da je σ′ = ϕσ.

Definiximo preslikavaǌe Φ : Fσ,K → Fσ′,K′ sa
Φ(λ) = ϕλ. Tada je Φ dobro definisano, jer va�i

Φ(λ)τ = ϕλτ = ϕσ = σ′.

Kako je ϕ izomorfizam, to je Φ ,,1-1”, a uz to za λ′ ∈
Fσ′,K′ va�i ϕ−1λ′ ∈ Fσ,K i Φ(ϕ−1λ′) = λ′, pa je Φ i ,,na”.

L K K ′

F

λ ϕ

τ
σ

σ′
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Prethodno tvr�eǌe nam omogu�uje da uvedemo slede�u definiciju.

Definicija 2.6 Neka je E algebarsko raxireǌe poǉa F , E neko algebarsko
zatvoreǌe poǉa F i σ : F → E utapaǌe. Separabilni stepen poǉa E nad F
definixemo sa

[E : F ]s := |Fσ,E|.

Separabilni stepen je (logiqno) u vezi sa separabilnim raxireǌima. Pre
nego xto uspostavimo ovu vezu da�emo nekoliko osobina separabilnog stepena.

Tvr�eǌe 2.7 Neka je F 6 E 6 K, pri qemu je E algebarsko raxireǌe poǉa
F , a K algebarsko raxireǌe poǉa E. Tada va�i

[K : F ]s = [K : E]s · [E : F ]s.

Dokaz. Neka su τ : F → E, τ ′ : E → K i σ : F → F odgovaraju�a utapaǌa
(F je algebarsko zatvoreǌe poǉa F ). Po posledici 2.3 postoji utapaǌe σ′ :
E → F takvo da je σ′τ = σ. Uz to, skup svih ovakvih utapaǌa je A := FE

σ,F
.

Daǉe, za svako utapaǌe σ′ ∈ FE
σ,F

, ponovo na osnovu posledice 2.3 postoji

utapaǌe λ : K → F takvo da je λτ ′ = σ′. Jasno, tada je λ ∈ FK
σ,F

(gde je
τ ′′ = τ ′τ odgovaraju�e utapaǌe F → K), jer je λτ ′τ = σ′τ = σ. Iz jednakosti
λτ ′ = σ′ odmah sledi i da su za dva razliqita odabira σ′ ∈ FE

σ,F
odgovaraju�a

preslikavaǌa λ razliqita. Tako�e, po posledici 2.5, za svako σ′ ∈ FE
σ,F

skup
Fσ′,F ima kardinalnost [K : E]s. Neka je B jedan skup te kardinalnosti. Sledi:

[K : F ]s = |FK
σ,F
| > |B × A| = [K : E]s · [E : F ]s.

Sa druge strane, ako je λ ∈ FK
σ,F

, tada mo�emo definisati utapaǌe σ′ = λτ ′ ∈
FE
σ,F

i va�i λ ∈ Fσ′,F , pa imamo ,,1-1” preslikavaǌe iz FK
σ,F

u B × A (jer je za
svako σ′ skup Fσ′,F u bijekciji sa B). Odavde odmah sledi [K : F ]s 6 |B × A|,
qime je dokaz zavrxen. 2

Kod konaqnih raxireǌa separabilni stepen nije ve�i od stepena
raxireǌa, a od posebnog je interesa kada va�i jednakost.

Tvr�eǌe 2.8 Neka je E konaqno raxireǌe poǉa E. Tada je [E : F ]s 6 [E : F ].
Uz to, jednakost va�i ako i samo ako je E separabilno raxireǌe poǉa F .

Dokaz. Pretpostavimo da je F ⊆ E (dokaz se izvodi sliqno i u opxtem sluqaju,
samo je zapis komplikovaniji). Kako je E konaqno raxireǌe poǉa F , to postoje
α1, . . . , αk ∈ E takvi da je E = F (α1, . . . , αk) (zaista, mo�emo birati αi+1 ∈
E \ F (α1, . . . , αi) sve dok je to mogu�e, a ovaj proces �e se zavrxiti jer je E
konaqno raxireǌe poǉa F ). Kako po tvr�eǌu 2.7 va�i

[E : F ]s = [F (α1, . . . , αk) : F (α1, . . . , αk−1)]s · · · [F (α1) : F ]s,
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a po lanqastom pravilu

[E : F ] = [F (α1, . . . , αk) : F (α1, . . . , αk−1)] · · · [F (α1) : F ],

to je dovoǉno dokazati da [E : F ]s 6 [E : F ] va�i u sluqaju kada je E prosto
raxireǌe poǉa F , tj. kada je E = F (α) za neki algebarski nad F element α.

Neka je zato ι : F → F (α) inkluzija i σ : F → F utapaǌa. Svako utapaǌe
λ : F (α)→ F takvo da va�i λι = σ je u potpunosti odre�eno sa λ(α). Daǉe, α je
algebarski nad F , pa mo�emo posmatrati ǌegov minimalni polinom µ ∈ F [X].
Sa prethodnih kurseva znamo da je µ nerastavǉiv i da je [F (α) : F ] = deg µ.
Neka je µ polinom koji odgovara polinomu µ pri preslikavaǌu σ. Kako je
σ utapaǌe, to je F ∼= σF , pa je i polinom µ nerastavǉiv nad σF . Kako je
λ(c) = σ(c) za c ∈ F , to je µ(λ(α)) = λ(µ(α)) = 0, pa je λ(α) nula polinoma µ.
Dakle, mogu�nosti za λ(α) ima ne vixe nego nula polinoma µ, a znamo da je
ǌih ne vixe od deg µ, pa je [F (α) : F ]s 6 deg µ = [F (α) : F ], qime je dokaz prvog
dela tvr�eǌa zavrxen.

Doka�imo i drugi deo. Pretpostavimo prvo da va�i jednakost [E : F ]s =
[E : F ] i doka�imo da je tada E separabilno raxireǌe poǉa F , tj. da je
minimalni polinom µ proizvoǉnog elementa α ∈ E separabilan. Postupamo
kao u prvom delu dokaza. Naime, uzimaju�i za α1 bax α, zakǉuqujemo da je
[F (α) : F ]s = [F (α) : F ] = deg(µ), te da, po prethodnom delu, µ ima deg µ nula,
xto dokazuje da je separabilan.

Konaqno, neka je E separabilno raxireǌe poǉa F i neka je E = F (α1, . . . , αk)
(xto izvodimo kao u prvom delu dokaza). Tada po teoremi 31 iz skripti
Algebra 3 (prof. Petrovi�) zakǉuqujemo da je E = F (α) za neko α ∈ E. Neka
je µ minimalni polinom elementa α ∈ F [X]. On je separabilan, pa u F ima
n := deg(µ) razliqitih nula α(1), . . . , α(n). Tada, po Kronekerovoj konstrukciji,
imamo izomorfizme λi : F (α)→ F (α(i)) takve da je λi(α) = α(i), pa na ovaj naqin
dobijamo n utapaǌa iz F (α) u F . Dakle, [F (α) : F ]s > n = [F (α) : F ] > [F (α) : F ]s,
pa va�i jednakost i dokaz je zavrxen. 2

Konaqno, u slede�em tvr�eǌu dajemo vezu pojmova koje smo razmatrali u
ovom tekstu sa normalnim raxireǌima.

Teorema 2.9 Neka je F ⊆ E ⊆ F , pri qemu je E algebarsko raxireǌe, a F
algebarsko zatvoreǌe poǉa F . Tada je E normalno raxireǌe poǉa F ako i
samo ako svako utapaǌe σ : E → F , takvo da je σ(c) = c za c ∈ F , indukuje
automorfizam poǉa E.

Dokaz. Pretpostavimo prvo da je E normalno raxireǌe poǉa F i neka je
σ : E → F utapaǌe takvo da je σ(c) = c za c ∈ F . Primetimo slede�e: ako
je p ∈ F [X] i p = (X − α1) · · · (X − αn) za neke αi ∈ E, tada pri preslikavaǌu
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σ polinomu p odgovara isti taj polinom, pa korix�eǌem Vijetovih pravila
zakǉuqujemo da je

∑
i1<···<ik

σ(αi1) · · ·σ(αik) = σ

( ∑
i1<···<ik

αi1 · · ·αik

)
=

∑
i1<···<ik

αi1 · · ·αik

te je p = (X − σ(α1)) · · · (X − σ(αn)). Iz jednoznaqnosti faktorizacije u F [X]
zakǉuqujemo da elementi σ(αi) qine permutaciju elemenata αi.

Doka�imo sada da za svako α ∈ E va�i σ(α) ∈ E. Neka je µ ∈ F [X] mini-
malni polinom za α. Tada je po prethodnom σ(α) nula polinoma µ, pa kako je
E normalno raxireǌe poǉa E va�i σ(α) ∈ E. Dakle, σE ⊆ E, pa je dovoǉno
dokazati da va�i jednakost. Neka je zato β ∈ E. Kako je E normalno raxireǌe
poǉa F , to postoji polinom p ∈ F [X] takav da je p(β) = 0 i uz to se p razla�e
na linearne faktore u E[X]. Po primedbi sa poqetka dokaza, tada je β = σ(γ)
za neku nulu γ ∈ E ovog polinoma, pa je zaista β ∈ σE.

Doka�imo i obrnutu implikaciju, tj. da je tada E normalno raxireǌe
poǉa F . Neka je zato p ∈ F [X] nerastavǉiv polinom i α ∈ E ǌegova nula.
Doka�imo da se svaka nula β (koja je u F ) polinoma p nalazi u E. Po
Kronekerovoj konstrukciji postoji izomorfizam θ : F (α) → F (β) takav da je
θ(α) = β i θ(c) = c za sve c ∈ F . Po posledici 2.3, postoji utapaǌe λ : E → F
koje produ�uje θ, pa va�i λ(α) = β. Kako po pretpostavci λ indukuje automor-
fizam na E, to je β ∈ E. 2
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